Vorkurs Mathematik — optimiert flir die HTW Dresden Trainingsblatt D3

Aufgabenblatt D3 : Ableitungstraining

Mit diesem Ubungsblatt setzen wir unsere ersten Schritte in das Themengebiet der
Differentialrechnung. Trainiert werden soll das Konzept des Anstiegs einer Funktion, das
in der Analysis eine pragende Bedeutung hat.

Dabei verstehen wir unter dem "Anstieg" oder der "Ableitung" einer Funktion an einer
Stelle den lokalen Zugewinn (oder Verlust) an y-Werten, wenn der x-Wert minimal
ansteigt. Dieses Konzept des minimalen Anstiegs tritt z.B. in der Wirtschaftstheorie auf,
wenn wir fragen, wie sehr sich die Kosten oder Gewinne verandern, wenn eine Einheit
mehr produziert oder verkauft wird - oder in der Physik, wenn eine Lange oder ein Winkel
sich minimal andert (z.B. im Rahmen einer Schwingung oder einer Verlangerung aufgrund
thermodynamischer Griinde). In allen Fallen wollen wir auf moglichst einfache Weise die
Folgen dieser minimalen Anderungen fiir andere Werte abschatzen.

Im Folgenden soll das Konzept des Anstiegs, der Anstiegswinkel und die strukturierte
Ermittlung des Anstiegs im Mittelpunkt stehen.

Deshalb setzen wir uns folgende Ziele:

e Ableitung, Anstieg, Anstiegswinkel

e Ableitungen von Elementarfunktionen

e Produkt-, Quotienten- und Kettenregel

e Verknilpfungen mehrerer Ableitungsregeln
e Extra: Logarithmisches Differenzieren

Aufgabe 1: Ableitung und Anstieg bei Elementarfunktionen

a) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Elementarfunktionen sowie den
Anstieg an der genannten Stelle:

filx) =x?, xy =3 fe(x) =sinx , x, =10
folx) =x°, xy=—1 fr(x) =cosx , x0=§
fix)=x73,xy=2 fe(x) =tanx , xo =7

falx) =e* , x, =0 fo(x) = coshx , x, =In2

2

fs(x) =Inx , xy=e fio(x) =sinhx , x, =0

b) Ermitteln Sie den Anstiegswinkel der folgenden Funktionen an den genannten Stellen.
Nutzen Sie fiir die Winkelbestimmung lediglich die Tabellen in der Formelsammlung:

f(x) =§x2 , Xo =1 gx) =cosx , xg =0

h(x) =+3arctanx , x, =0 k(x)=x"1, x,=1
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Aufgabe 2: Ableitungen von Potenzfunktionen

Eine der wichtigsten Funktionenklassen sind die Potenzfunktionen, d.h. die Funktionen
f(x) = xP fur p € Q. Widmen Sie den Ableitungen dieser Funktionen besondere
Aufmerksamkeit!

a) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:

fi(x) = 3x* fs() == fi (o) = 34%5
f2(x) = 6x ) =5 £, = %
f(x) =4 fo(x) =x fis(x) = 43/x
fulx) = 4x7 folx) = V3x fu@) = 7

fs0) = fio() = \/% fis() = \/xE

b) Ermitteln Sie von den folgenden Funktionen den Anstieg an der genannten Stelle!

gl(x)=%,x0=2 93(95):6%/;' Xo =8
gz(x)=2\/§,x0=4 94(95):\/%» Xo = 2
c¢) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:
hi(x) =x*+3x>+2x+5 h3(x)=\/§+%
_3 _ 4 _ 5 .5
h,(x) = =+ 6x — 4 h,(x) = ety \2x

Aufgabe 3: Ableitungen mit Umformungstricks

Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen: (nur auf Basis der
Grundableitungen)

OEE- folr) = 2 fo(x) = ~2In(v%)

f(0) = 2= fol) = Tt fro@) = x5 Vv

falw) = 2 00 = InGe) +In(2) i, 06 = S8

ﬁl-(x) = 3;2__11 f8(x) =3In (xiz) flz(x) =3 ln(xz) — 7ln(x3)
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Aufgabe 4: Ableitungsregeln

a) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mittels Produktregel:

fi(x) = x3 - sinx
f,(x) =+/x - tanx

f3(x) = (x3 + 2x) - e*

falx) = (* + 1) (x* —x)

fs(x) = e*-cosx

arctan x

fo(x) = 7%

b) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mittels Quotientenregel:

x%24+5x+1
g1(x) = 3
x
92 (X) - sinx

gz(x) = 2_3
_ In(x®)
ga(x) = (o)

c) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mittels Kettenregel:

h,(x) = cos(3x)
h,(x) = e**

h;(x) = cosh(4x)

h,(x) = arctan(2x)

hs(x) =V5x + 4
he(x) = (6 — 4x)'°

h,(x) = sin(x? + x)

hg(x) = e

ho(x) = logs(2 — x)

hio(x) = Vsinx + cosh x

hyp(x) = :

(x2+7)4

hy,(x) = arctan(x? — 5x)

Aufgabe 5: Verkniipfung mehrerer Ableitungsregeln

Manchmal sind mehrere Ableitungsregeln notwendig, um zum Ziel zu kommen.

a) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

fi(x) = x*- e

fo(x) = 2x - cos(x?)

__ tan(3x)
f3 (X) o cos(2x)
x
f;(X) " In(x2+1)

fs(x) = x - arctan(x?)

fe(x) = /sin(3x — 2)

fr(x) = ==
fo(x) = cos(V4 — x2)

fo(x) = sin®(4x)

f10(x) = x - cosh(2x)

f11(x) = arcsin (x2x+1)
fi2(x) = arcosh(vVe?* + 1)

b) Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen mit logarithmischer

Differentiation:
91(x) = x*
gz(x) = (3x)x2
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Losungen: (Angaben ohne Gewahr, bei Unklarheit bitte nachfragen)

1.a) fi(x) = 2x,f{(x0) = 6 5 f7(x) =5x* f3(x) =5 ; f3(x) = =3x7* f5 (%) = -

filx) =e* filxo) =e®=1; fi(x) =1/x,f5(xo) = 1/e*; fg(x) = cosx,fg(xo) =cos0=1;

f(x) = =sinx, f7(xo) = —sin(m/3) = —V3/2; fg(x) =1/ cos’x , fg(xp) = 1/(-1)* = 1;

fa(x) = sinhx, f; (x,) = sinh(In2) = %(eln2 —e M%) =3/4; fl,(x) = coshx , f{o(x,) = cosh0 =1;

b)f'(x) =x, m=f"(x;) =1,a =arctanm =45° ; g’ (x) = —sinx, m = g'(x,) = 0,a = arctanm = 0°

h(x) = g xz,m =h'(xy) = V3,a = arctanm = 60% k' (x) = —1/x%, m=k'(xy) = —1,a = arctanm = —45°

2.2) f{(0) = 6x, f{(x) = 6, f1(x) = 0, f{(x) = 28x°, fi(x) = = 5, o () = = 5, f () = — 5, fa () = ;=

V3 1 15 4
fi@) = \/—fw(X) v ) = VB fla() =~ J_flg(x) J_ s @ = =537 fis) = =3 T
b)gi(¥) = —5,m=-1, () = z,m=3, gi(®) =3ﬁ, =1 g =~ m = -
€V Ry(x) = 4x° +6x +2,hy (¥) = —5+6, hj (x)—F ZJ_ R, (x) = 3i+%+§5\[xz
AW =G AW = ot = AW =1- 5 AW = LEW = -5 0 =5
6 6 23 x15/8 37 26 15

f7(x)_; f( )=_; !fg(x)=_ flo(x)_ fll(x)_ 43/6 3 _29/3 le(x)__T

4.a) f/ (x) = 3x?sinx + x3cos x, f, (x) = tj:;; Cosz fa(x) = (x3 4+ 3x2 + 2x + 2)e”,

1 arctan x

V(1 +x2)  2Vx®

fi() = (x®+1)2x — 1) +3x%(x? — x), f£ (x) = e*(cosx — sinx), f{(x) =

, _ (x+5)(x+3)—(x2+5x+1) _ xZ+6x+14 sinx— x cos x
b) gl(x) - (x+3)2 - (x+3)2 g 2( )= sin2x ’
, e¥(x3-3x2) _ e*(x-3) , p nx—%lnx 3lnx
g3(x) = 26 =T g(x)=T=0 (oder' 94(x)=lnx=3)
) h;(x) = —3sin(3x), hy(x) = 4e**, hi(x) = 4sinh(4x),h,(x) = m,
5
hi(x) = ————, h’(x) = —40(6 — 4x)°, h,(x) = (2x + 1) cos(x? + x), hi,(x) = 8xe**
5(x) NTE 6(x) ( )7, h7(x) = ( ) cos(x? + x), hg(x)
B Gx) = 1 B () = cosx + sinh x B G = 8x B () = 2x—5
P T T3 20 Y T Ema teosha T G s Y T T (7 — 5x)?
5.a) fi (x) = 2xe*™ + 4x%e*™ = e™(2x + 4x?), f5(x) = —4x?sin(x?) + 2 cos(x?),
3 cos(2x) .
') = (cosz(Bx) + 2sin(2x) tan(3x)) _ (3 cos(2x) + 2 sin(2x) sin(3x) cos(3x))
fa(x) = cos2(2x) B cos2(2x) - cos?(3x) ’
2x?
00 ln(x2+1)—m ) = 2x2 2 arctan(e), £ () = 3cos(3x — 2)
x) = , = arctan(x X)=——
* In%(x? + 1) s ¢ 24/sin(3x — 2)
3x(2x + 3) 2 3
3VaT ¥ 3x - 23 (3(x +3x) — 5 x(2x + 3))
fr(x)z( 2VX2+3X — 2 — 9x — 9
7 x2 + 3x (x2 + 3x)3/2 2(x2+3x)3/2  (2x + 3)VxZ + 3%
x - sin(v4 — xz)
I(x) = —————2, f5(x) = 12 sin?(4x) cos(4x), f{,(x) = cosh(2x) + 2x sinh(2x)
f8 W f9 flO
) = 1 Ax*+1D-2x%) (A-x) 1—x?
f11x—1+( x )2 (x% + 1)? T2+ D2+ x% x*+3x2+1°
x2+1
, 1 1 a1 e?* e* 1
le(x): : - 2e =—x = <= = )
JEZx+1) -1 2ve® +1 e* Ve +1 Ve +1 \ Ve +1

b) g1(x) = x*(Inx + 1), g;(x) = (3x)x2(2x In(3x) + 2), g5(x) = (cosx)™*(—In(cos x) + x tan x),

gia(x) = (Inx)"* (@ + L) (zugegeben, das ist wirklich ein Kraut! © )

xInx
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